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EINLEITUNG. 


Die Theorie der Translationsflächen hat durch die Klassischen 
Arbeiten von Sophus Lie, welche sich auf den Zusammenhang 
dieser Flächen mit der Theorie der Linienkomplexe, der partiellen 
Differentialgleichungen 2. Ordnung und dem Abelschen Theorem 
beziehen, einen gewissen Abschluss erreicht. Auch die Arbeiten 
jüngerer Autoren bewegen sich in der von Lie angebahnten Rich- 
tung und betreffen insbesondere die spezielle Gruppe von Trans- 
lationsflächen mit mehrfacher Erzeugung (z. B. G. Scheffers, Das 
Abel’sche Theorem und das Lie'sche Theorem über Translations- 
flächen, Acta mathematica, Bd. 28). Soweit die gewöhnlichen 
Methoden der Differentialgeometrie in Anwendung kommen, sind 
die Translationsflächen ebenfalls Gegenstand der Betrachtung ge- 
worden, so bei Lie selbst, bei Peterson, Darboux, Pirondini, 
Voss und anderen. 

Die Ergebnisse aus diesen Untersuchungen sind im ersten Teil 
dieser Arbeit kurz zusammengefasst, einmal der Vollständigkeit 
halber, indem die Translationsflächen, soweit mir bekannt ist, in 
keinem Werke gleichzeitig nach allen bemerkenswerten Richtungen 
hin zusammenhängend behandelt sind, vor allem aber, um die 
späteren Abschnitte der Arbeit inhaltlich genügend vorzubereiten. 
Die Abhandlung selbst, soweit sie Neues behandelt, zerfällt in zwei 
Teile, in die Untersuchung von Funktionalgleichungen, welche für 
die Translationsflächen typisch sind (Zweiter Teil), und in die Bestim- 
mung spezieller Gruppen von Translationsflächen auf Grund solcher 
Funktionalgleichungen (Dritter Teil). 

Will man nämlich Translationsflächen mit vorgegebenen Eigen- 
schaften aufsuchen, so kann man entweder die partielle Differential- 


eleichung der Translationsflächen mit derjenigen kombinieren, welche 
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der analytische Ausdruck für die angenommene Eigenschaft ist, so 
dass das vorgelegte Problem auf die Untersuchung von zwei simul- 
tanen partiellen Differentialgleichungen hinauskommt; oder aber 
man kann, von der Parameterdarstellung der Translationsflächen 
ausgehend, auf Grund der gestellten Bedingungen direkt eine Funk- 
tionalgleichung etablieren, welche gewöhnlich mit einem System von 
totalen simultanen Differentialgleichungen für die sechs bei der 
Parameterdarstellung auftretenden Funktionen äquivalent ist. Im 
allgemeinen habe ich diesen letzteren Weg eingeschlagen, in ein 
paar Fällen jedoch auch auf den ersteren mehr oder weniger aus- 
führlich hingewiesen. | 

Da es mir im III. Teil hauptsächlich darauf ankam, aus der 
Theorie der Translationsflächen mehrere Beispiele für die Anwendung 
der im II. Teile behandelten Funktionalgleichungen zu geben, so 
habe ich — schon mit Rücksicht auf den Umfang dieser Abhand- 
lung — im allgemeinen auf die eingehendere Diskussion der er- 
haltenen Resultate verzichtet, behalte mir dieselbe vielmehr für 
eine spätere Arbeit vör (s. Schlusswort). 

Die zugehörigen Literaturangaben sind grösstenteils den Artikeln 
über Translationsflächen in der „Enzyklopädie der mathematischen 
Wissenschaften‘ (Bd. III, Heft 2/3, p. 284 u. 409) entnommen. 

Zum Schlusse obliegt mir noch die angenehme Pflicht, auch 
an dieser Stelle Herrn Dr. A. Voss, Professor an der Universität 
in München, herzlichen Dank dafür auszusprechen, dass er mir ein 
im Buchhandel vergriffenes, schwer zugängliches Werk freundlichst 
zur Einsichtnahme überliess, desgleichen Herrn Dr. G. Scheffers, 
Professor an der technischen Hochschule in Darmstadt, welcher 
nicht nur eine kurze Anfrage von mir sehr ausführlich beant- 
wortete, sondern mich auch in liebenswürdigster Weise durch die 
Überreichung einiger seiner Schriften über Translationsflächen 
erfreute. 

Die in der vorliegenden Abhandlung eingeführten Abbreviaturen 
sind folgende: 

1. Enzyklopädie der mathematischen. Wissenschaften — E. 
Archiv der Mathematik und Physik (Grunert) — Arch. 
Mathem. Annalen = M. Ann. 

Bulletin de la societe math. de France —= Bull. 
Compt. rendus acad. des sciences — Par. C. R. 
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16. 
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18. 
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Rendiconti del circolo matematico di Palermo = Rendiconti. 
Annali di matematico = A. di mat. 

Darboux, Lecons sur la theorie generale des surfaces, 
Tom. I—IV = Darb. I—IV. 

Luigi Bianchi, Vorlesungen über Differentialgeometrie, 
(Autoris. Übersetzung von M. Lukat, Leipzig 1896. 
2.2. 3,3. Lieierung) —SBESBEL EST l. 

S. Lie, Geometrie der Berührungstransformationen, Lpz. 
1896, 1. Bd. (herausgeg v. G. Scheffers) = Lie-B. 

S. Lie, Untersuchungen über Translationsflächen (Sitzungs- 
berichte Lpz. 1892 [44]) — Lie-Ak. 

Peterson, Über Kurven und Flächen (Moskau u. Leipzig 
1868) — Peterson. 

G. Scheffers, Einführung in die Theorie der Flächen, 
Lpz. 1902 = Scheffers I. 

Monge, Applications d’analyse ä& la geometrie (Liouv. 
Paris 1850, 5. Aufl.) = Monge. 

Katalog mathematischer und physikalischer Modelle, Ap- 
parate und Instrumente, herausg. v. W. Dyck (München 
1892) —= Katalog. 

A. Wendler, Über die Flächen, welche dem partikulären 


Integrale der Differentialgleichung = o entsprechen. 
(Diss. München 1900) = Diss. 

G. Scheffers, Das Abel'sche Theorem und das Lie’sche 
Theorem über Translationsflächen (Actamathematica, Bd. 28, 
p- 65) — Scheffers IL 


Translationsfllächen — T-l. 
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Übersicht über die Theorie der Translationsflächen. 


Die durch die Parametergleichungen 


N) 2=fhW+ Fl), varl)+ Fl), z=fW)+ Fb) 
definierten Flächen heissen Translationsflächen ') (T-fl.), weil sie ent- 
stehen, wenn die Kurve 


(2) —=fıW), y=ARlu), 2=fs(u) — Generatrix — 

eine Translationsbewegung ausführt, bei der jeder Punkt eine zur 
Kurve 

(2°) = Ho) Yy= Ri, Pelle) = Direken— 
kongruente Kurve beschreibt. Da die Flächen aber auch entstehen, 
wenn die Kurven (2) und (2‘) ihre Rolle vertauschen, so ist die 
Erzeugungsweise einer jeden Translationsfläche mindestens eine 
doppelte. 


Eine ganz andere, von Lie angegebene Erzeugungsweise be- 
ruht darauf, dass die Flächen (1) als geometrischer Ort der Mitten 
aller Sehnen aufgefasst werden können, welche die Punkte der 
„Grundkurve“ 


(3) 2—2f, (), y—2f; (u), 2—=2f; () 
mit denen einer zweiten Grundkurve 
(3‘) 2 VE Ya 2 Fo 


verbinden. Diese Tatsache lässt sich mit Vorteil bei der graphischen 
Darstellung der T-fl. in Parallelprojektion verwerten, indem hier 
Sehnenmitten als solche erhalten bleiben.) Besonders einfach sind 
die durch - 


(4) z= rl), y= dl), 2=flu) +9) oder (4) = Fl) + GW) 


!) M. Ann. 14 (1879), p. 331; Lie-Ak. 44 (1892); Scheffers L, p. 188; Peter- 
Bar 0.09: Bu 1.59.1112." Darb>T., 9.298. 
2 >Diss..°p: 9. 
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charakterisierten T-fl., deren Translationskurven in aufeinander senk- 
rechten Ebenen liegen. Auch die T-fl. mit den Gleichungen 


6)  z.=rW+rb), yatW)+Yb), 2e=erW)+txW) 
verdienen besondere Erwähnung,!) indem sie entstehen als geo- 
metrischer Ort der Mitten aller Sehnen von ein und derselben 
Grundkurve 

(5°) = 2pL), y=2ıl), 2=2x(). 

Dabei fallen hier die beiden Scharen von Erzeugenden in eine 
zusammen und überdecken die Fläche doppelt, während die auf 
der Fläche selbst gelegene Grundkurve von den oo! kongruenten 
Kurven berührt wird und Haupttangentenkurve ist. 

Denkt man sich mit Darboux’) eine mit einem beweglichen 
Koordinatensystem starr verbundene Raumkurve der allgemeinsten 
Bewegung unterworfen, wobei die zu dem beweglichen Achsensystem 
gehörigen Translations- und Rotationskomponenten bezüglich mit 
&, n, & und p, q, r bezeichnet seien, so hängen diese von einer wie 
als Zeitparameter zu interpretierenden Grösse v ab, während unter 
%, y, 2 die von einem zweiten Parameter « abhängigen Punkt- 
koordinaten eines Punktes der Kurve bezüglich des mit ihr ver- 
bundenen Achsensystems verstanden sein mögen. Das Linienelement 
der durch die allgemeinste Bewegung jener Kurve erzeugten Fläche 
ist dann: 


(d— (ec? + y? +2) Ar + +2 —ry)+Hntre— pe]? + 

zyE | 

+( + py — gar Ha ey zo | 8 y' 2 |du de. 
DO | 

Führt die Kurve nur eine Translationsbewegung aus, wobei 

p=q=r=o ist, so resultiert das aus (1) auch direkt abzu- 

leitende Linienelement 

(7) ds? — Edu? + 2 Fdudv + G dv’ = 

— (fu) +.” a) +” W) du? + (2 fi (W) FW) + F2'(Wu) Fr‘ (v) 

(0) Py‘(0)) du dv + (Fy®fe) + F3*(o) HF *(o)) dr? 
der T-f. 


1) Scheffers I., p. 190. 
?) Darb. I., p. 97—100. 


a 


Wie man aus (1) ersieht, befriedigen die Koordinaten eines 
Punktes einer T-fl. die Differentialgleichung 


DEREN 
(8) u 
Daraus aber ergibt sich: 
(8°) DI 0, 


d. h. die Parameterlinien bilden ein konjugiertes System und zwar, 
wie aus (8) weiterhin folgt, ein äquidistantes System,’) indem die 
Flächenkoordinaten Integrale von 

9) VERSENDER En a, 

sind. Bezieht man das Linienelement einer Fläche auf ein solches 
System, so nimmt es die Form 

(10) ds? — dw? + 2Cos w du. dv 4 dv? 

an. Tatsächlich hat man im Falle der T-fl. die Gleichungen: 


11)d?—=(V Eau)? +2 Faudv + (V GE dv) —= du? +2 F,du.dv + dv?, 


= zB iP" 
(12) = | V Rau ‚— [V@as H=yag 00 w. 
Die Diagonalkurven 
(12°) = u v—=Const, = — v— Const. 
des Translationssystems bilden ein später öfters benutztes Ortho- 
gonalsystem, indem (10) ES in 


(10 a 1 Sin? I 5 In? — ed? -+(1—e) dr. 


Umgekehrt en zu dem ee 


(11) d’—=da? + 2(A,(e) BB) + Asla) Bd Aslo) BB) da daB + AP? 
eine auf das System der „Bogenlängen‘“ bezogene T-fl., wenn 
A,”+4"”+4”—=1= B”?+B,”—+ BB," *) 


0° 2 
1 4 o Re 
) Aus (4) folgt ART ze 3570) 


?®) D, D’, D“ sind die Fundamentalgrössen zweiter Ordnung (Bi. L, p. 87). 

Eu Be in SHifeet, 9.192 Darbr Le 0299 112292752, 206 ;: MXANnE19:(1881), 
p. 1ff.; Katalog, p. 16; Arch., 6. Bd. '/s (1903), p. 35; Lilienthal, Grundlagen 
einer Krümmungslehre der Kurvenscharen, p. 40; Lorenz, Analyt. Untersuchungen 
über äquidistante Kurven (Chemnitz 1876). 

*) Pirondini, „Sulle superficie di traslazione“, A. dimat. XVII. 
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als Nebenbedingungen erfüllt sind. (Darin, dass jetzt nur noch 
vier disponible Funktionen bleiben, liegt, wie wir später genauer 
sehen werden, Keine Beschränkung der Allgemeinheit.) 

Die Frage nach den partiellen Differentialgleichungen, welche 
die T-fl. definieren, scheint zuerst Monge') beantwortet zu haben. 
Von den Gleichungen & = f(e), y= F(z) der Generatrix ausgehend, 
gelangt Monge zu einer Differentialgleichung von der Form 


(13) Rip): r+28S(p,N-s+ T(p,g)-t—-1=o 
mit der Nebenbedingung 
(13°) AT— S?—= 0; 


auch gibt er den Weg an, wie man zu einer solchen. Differential- 
gleichung umgekehrt die endliche Flächengleichung finden kann. 


In anderer Weise erhält man für die T-fl. eine partielle Dif- 
ferentialgleichung 2. Ordnung, wenn man mit Lie folgendes Problem 
behandelt: „Gegeben ist ein nicht linearer, aus allen Treffgeraden 
einer ebenen Kurve X bestehender Linienkomplex; gesucht sind 
die Flächen, welche zwei konjugierte Scharen von Komplexkurven 
enthalten.‘“®) Die Kurve X, bezw. ihre beiden analytischen Bestand- 
teile X, und X,, kann man in die unendlich ferne Ebene verlegen, 
da das Konjugiertsein eine projektive Eigenschaft ist; unter den 
Punkten, in denen die beiden Kurven von der Tangentialebene 
eines Flächenpunktes p getroffen wird, befinden sich dann je zwei 
Punkte ?, und P, der Art, dass pP, und pP, konjugierte Rich- 
tungen bilden. Aus den zwei Gleichungen 


ern, Me 
(14) 1-25) 0, [i=1.2; 1 dz’ Se 2 ) 


für X, und X,, der Bedingung des Konjugiertseins und den beiden 
Bedingungen, dass die dx, dy, dz, in der Tangentialebene liegen 
sollen, lassen sich die vier Grössen &,, &, N, 2 eliminieren, wobei 
das E.iminationsresultat 

(14°) ki», 0) r +8, N-s+ T(p,d)-t=o 

noch die beiden », enthält. Denkt man sich auch diese noch eli- 
miniert, also die Bedingung aufgestellt, welche alle T-fl. überhaupt 
erfüllen, so resultiert eine partielle Differentialgleichung 4. Ordnung..‘) 


2) Monge, p. 111 ff. 

2?) Lie-B., p. 376. 

®) Lie-B., p. 381. 

*) Lie-B., p. 410; Monge, p. 111. 
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Führt man p und g als unabhängige Variable ein, so ist, wie mir 
Herr Professor Scheffers mitteilte, die Aufstellung dieser Gleichung 
4. Ordnung gleichbedeutend mit der Beantwortung der Frage: 
Welches ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass 
es zwei Funktionen « und v» von p und g gibt, für welche gleich- 
zeitig die Relationen 


ou  _0U OU 
2q =—ıU, Ay 24 ed) op’ 9 + (d u v) S = uvt=o 
bestehen ? 


Treten an Stelle von X, und X, die Geraden n,=0, & = 0, 
so reduziert sich Gleichung (14‘) auf 


nd ER TEN 
(15) ye Pe =) 


Ohne (14°) zu integrieren, kann man die endlichen Gleichungen 
der zugehörigen Translationsflächen angeben. Bedeuten nämlich 
>, und @, die gleichen Funktionen wie in (14) und sind o, und o, 
zwei willkürliche Funktionen, so findet man,’) wenn man noch 
&, durch «, &, durch » ersetzt: 


„let — torte) — ion), 


u) 
ar (2: (0) 0") — Pa") 81'lo)) — Pa’): ws‘) 
RG) 
(16) y—= | 
9, (u) Pia) ou) — @, u) [Pı’a) 9") 21 Wu) pw) + 81 (W) 21°" (R) A 
91 (u) 
a p.(v) P5"(w) @,"(w) — oz '(v) |P3’(v) Pa" (dv) P3lv) pw) + @3lo) Pe" ’w) 
a) 
_ 2) Blu) — Pia) ou) RAR WW) w)w,') 
u) u) 
Hier treten, was mit der Bemerkung zu (11‘) übereinstimmt, 


zunächst nur vier willkürliche Fnnktionen auf. Bedenkt man aber, 


) Lie-B., p. 378; Lie-Ak. (14), p. 559 ff. 
?) Lie-B., p. 378—883. 


el 


dass sich die Kurven u — Const., v = Const. nicht ändern, wenn 
man u durch g(w), v durch h(v) ersetzt, so enthalten die Formeln (16), 
ebenso wie die Gleichungen (1), sechs disponible Funktionen. 

Während zu jeder T-fl. eine Differentialeleichung von der 
Form (14‘) gehört, stellt nach Lie eine solche Differentialgleichung 
umgekehrt nur dann wirklich eine T-fl. vor, wenn 


(14°) Röp? — SEpögq + Tg? — 0 
für beide Wurzeln ein Integral 
(14% g=ap-+ wla) 


zulässt. ') 
Betrachtet man nun zwei simultane Differentialgleichungen der 
Art (14), wobei 


5.9.1,.%0 
A 0.4.0 Ti er ; 
2 Ran, 22% 
0: 5005. 21% 


so gibt es o* gemeinsame T-fl., (sobald es eine gibt) und man er- 
hält so alle T-fl. mit vierfacher Erzeugungsweise durch kongruente, 
gleichgestellte Kurven.*) Dieser Fall tritt ein, wenn die vier Kurven 
K=n— 9(&) = 0 
Zweige einer und derselben irreduciblen oder zerfallenden Kane 
4. Ordnung sind. Lie hat weiter gezeigt, wie dieser Fall mit dem 
Abel’schen Theorem zusammenhängt.’) (G. Scheffers hat in der 
in der Einleitung zitierten Abhandlung im Gegensatze zu Lie diesen 
Zusammenhang rein analytisch aufgeklärt.) 


Ist nämlich F'(&, n) = 0 die Kurve 4. Ordnung und bildet man 
die Abel’schen Integrale: 


&, 5, ae | 
a Eee een 
a7) 10 9: ı F | Er (ha 
| = u 


1, Lie-Ak., p. 458. 

”) Lie, Arch. Math. og. Naturv. 7 (1882), p. 155. 

8), Par. C. R. 144 (1892), p. 334; Lie-Ak. 48 (1896), p. 141; Wiegner, „Über 
eine besondere Klasse von Translationsflächen. “ Diss. Christiania 1893; Lie-B. 
p. 404, 407. 


wobei die & und &, feste und bewegliche Grenzen sind, gebildet 
aus den Schnittpunktsystemen einer festen und einer beweglichen 
(Geraden, so ist 


(17% Nr, Sg, o, Sn 


nach dem Abel’schen Theorem und die Gleichungen 


(17%) z=fıl&) + Fl), % = 916) + 92), 2 = hıldı) 4 Nele) 


stellen die nämlichen T.-fl. vor, wie 


(177,) — 2—fl&) + file) —Y = IslE3) I 9ılEı); 
—2z—hl&) + h,(,), 

somit Flächen von vierfacher Erzeugung. Hierher gehören vor 

allem die Flächen 


(18) A” e=1.B . evt? — > ertv — a. ee -/- b» 0% +c- ee —0. 


T-fl. mit unendlich vielen Erzeugungen erhält man, wenn man 
von einem Kegelschnittbüschel 


(19) er) En Sn 
in der unendlich fernen Ebene ausgeht. Liegen die vier Büschel- 
erundpunkte getrennt, so entspricht dies den Flächen 


(20) A-e®— B. el. ce" D= 0) 
Beispielsweise gehören zusammen’): 
Sin x 
2 „n2 Ze Ben 
++? +-1l=ounde = en 
(Scherk’sche Minimalfläche),*) 
3 
eh 


NY —=r und 2=aretang Minimalschraubenfläche), 


& + an + 3n=o und YP-+22y— 22 = 0, 
(Cayley’'sche Regelfläche 3. Ordnung). 


Den bemerkenswertesten Spezialfall der T-fl. bilden die Mini- 
malflächen, deren Differentialgleichung 


!) Arch. Math. og. Naturv. 3 (1878), p. 477; Kummer, „Die Flächen mit 
unendlich vielen Erzeug. d. Transl. v. Kurven.“ Diss. Lpz. 1894. 

2, Par. C. R. 70 (1870), 1222—1275; M. Ann. 4 (1871), p. 83; Arch. Math. 
og. Naturv. (1878), p. 490; Lie-Engel, „Theorie der Transformationsgruppen,“ 3 
(1895):p- 193. 

®) Lie-B., p. 410. 

=. Ilse. 2/8; p.809. 
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(21) 1+g)-r—2pg-s+Al-+Pp)-t=o 

von der Form (14°) ist und die Bedingung (14) erfüllt. Man kann 
die Minimalflächen auch als diejenigen T-fl. auffassen, welche zum 
Komplexe aller Minimalgeraden konjugiert sind, d. h. zum Komplexe 
der Treffgeraden des unendlich fernen Kugelkreises') und daher 
durch Schiebung einer Minimalkurve längs einer anderen solchen 
entstehen. Die Minimalflächen lassen sich daher in der Parameter- 
form (1) darstellen, wenn die Bedingungen 


(21°) Il =06, Ar) 0 
erfüllt sind. ?) | | 
Indem die Gesamtheit aller ©o°® Linienelemente des Raumes 


(eyz) sich in 00? Scharen von je co? Linienelementen zerlegt, so 
dass die oo® Transformationen 
a —ı, y =, & —=v2 
(einer einfach transitiven Gruppe vertauschbarer Transformationen) 
jede Schar für sich invariant lassen, (Linienelemente gleicher Gattung), 
und den Kurven einer Gattung des Raumes (zyz) vermöge der 
logarithmischen Abbildung 
ve = los, 3 lose 

im Raume (x y3) kongruente und gleichgestellte Kurven entsprechen, 
lässt sich leicht einsehen, wie jene Transformationsgruppe mit der 
Theorie der T-fl. zusammenhängt.’) Insbesondere spielen in diesem 
Zusammenhange die Flächen (18) und (20) eine bemerkenswerte Rolle. 

Ferner seien die Untersuchungen erwähnt, welche sich auf das 
Abwickelungsproblem der T-fl. beziehen. Zu den auf. Rotations- 
flächen abwickelbaren T-H. gehört die gemeine Schraubenfläche, 
ferner eine von Lie bestimmte Gruppe von Minimalflächen, welche 
zugleich die einzigen Minimalflächen mit Liouville’schem Bogen- 
element sind.*) Hier sind auch die von Voss?) angegebenen Flächen 
zu erwähnen, welche T-fl. und Rotationsflächen zugleich sind, nämlich 
vom Kreis-Zylinder und dem R.-Paraboloid abgesehen, die Flächen, 
welche durch Rotation einer Schraubenlinie um eine zu ihrer Achse 


2) Lie-B., p. 411. 

2)EElls 2/8,.p.7322 

®») Lie-B., p. 857—867. 

*).M. Ann. 20, p.: 447; Bour.; Jour.. ec.. pölyt- -cah, 892.99, Br 02 7 
RM. Ann. +19, D. 15 
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parallele Achse erzeugt werden und zugleich durch Translation 
dieser Schraubenlinie längs einer Schraubenlinie entstehen. 


Was die Biegung zweier T-fl. aufeinander betrifft, so hat 
Peterson') auf Grund einer von ihm in spezieller Weise gelösten 
Funktionalgleichung gefunden, dass, wenn man unter U, V, UP, V;? 
die Funktionen der in Parameterform dargestellten T-fl. versteht, 
die Beziehungen 


WND:V- Wie123) 


bestehen, wobei die Quadrate der Ableitungen der U, und V, zwei 
homogene lineare Bedingungsgleichungen erfüllen. Eine vollständig 
erschöpfende Behandlung der in Frage kommenden Funktional- 
gleichung hat Pirondini?) gegeben, in dessen allgemeiner Lösung 
das Peterson ’sche Resultat als Spezialfall enthalten ist. 


Zur Vervollständigung des bis jetzt von den T-fl. entworfenen 
Bildes seien noch drei der wichtigsten Sätze angeführt: 

a) Jede T-fl. geht durch lineare Transformation wieder in eine 
T-fl. über. 

b) Die Developpable, welche eine T-fl. längs einer Kurve der 
einen Schar von Erzeugungskurven berührt, ist eine Zylinder- 
fläche und die Tangenten längs aller Kurven der einen Schar 
sind parallel den Geraden eines Leitkegels f (dx, dy, dz) — 0. 
Sind die beiden zu den zwei Scharen von Erzeugenden ge- 
hörigen Leitkegel identisch, befriedigen also alle Translations- 
kurven der Fläche eine irreducible Relation von der Form 
F (dx, dy, dz)— 0, so haben jene Kurven eine gemeinsame 
Umhüllungskurve.’) | 

c) T-fl., deren Grundkurven eine und dieselbe irreducible 
Gleichung f (dx, dy, dz) = o erfüllen, existieren in endlicher 
Zahl und lassen sich durch Quadraturen finden.*) 

d) Wird durch jeden Punkt einer T-fl. $, die Schnittgerade 
der beiden Schmiegungsebenen der in diesem Punkte sich 
schneidenden Erzeugungskurven gezogen, so entsteht ein 


\) Peterson, p. 69; Stäckel, M. Ann. 44 (1894), p. 552—564; Adam, Bull. 
23 (1895), p. 214; Bianchi, Giorn. di mat. 16 (1878), p. 267. 

2) A. di mat. (2) Bd. 17 (1890), p. 228. 

?) Lie-Ak. (44), p. 450—461 ff. 

ae 1.15 2%/2.29.7287; 
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W-strahlensystem, auf dessen Brennflächenmänteln die Asymp- 
totenkurven den Erzeugungskurven von S, entsprechen.t) 
Unter diesen W-strahlensystemen gibt es Normalensysteme, 
wenn die Erzeugungskurven der T-fl. gleiche, dem Vor- 
zeichen nach entgegengesetzte, konstante Torsionen haben.?) 
Solche Flächen stehen in bemerkenswertem Zusammenhange 
mit den durch 


kr — r)= Sin [k- (rn -+n)] 
definierten W-flächen.?) 


Der Vollständigkeit halber sei zum Schlusse darauf hingewiesen, _ 
dass man in der Literatur zuweilen andere als die durch zweifache 
Translation einer starren Kurve erzeugten Flächen mit dem Namen 
Translations- oder Rückungsflächen belegt findet, so z. B. in dem 
Programm von Hausenblas „Über Rückungsflächen‘“ [Prossnitz 
1884*)|. Nach dieser letzteren Auffassung entsteht eine Rückungs- 
fläche, wenn sich eine ebene Kurve so im Raume bewegt, dass 
sowohl die Ebene als auch die Kurvenelemente zu ihrer ursprüng- 
lichen Lage parallel bleiben. Behält die Erzeugende während der 
Bewegung Gestalt und Grösse bei, so entstehen ‚„Rückungsflächen 
mit konstanter Erzeugenden‘“,?) ändert dagegen die Erzeugende 
bei der Bewegung die Grösse (z. B. bei den Flächen 2. Ordnung) oder 
Gestalt und Grösse zugleich kontinuierlich nach einem bestimmten 
Gesetze, so entstehen ‚„Rückungsflächen mit variabler Erzeugenden“. 


1) Satz von Darboux, Bi. L, p. 324; Dark. III., p. 372. 

2), Di. pe 32n, 

2)2Br.1,.0r 921 

*, Wölffing, Mathematischer Bücherschatz, 1. Teil, Nr. 233. 
5) Es sind dies die Flächen von der Art z= p(x) + Y(y). 


Zweiter "Teil. 


Über Funktionalgleichungen, welche bei der Bestimmung von 
Translationsflächen auftreten. 


SIE EICH ISER 
Die Funktionalgleichung 


IN 


() 24) B)=: 


zwischen den unabhängigen Variablen & und y wird z. B. erfüllt, 
wenn man alle Funktionen D durch eine derselben ausdrückt, 
also etwa 

(1%) B>—= 0... BF 4) 

setzt, indem dann gleichzeitig die Funktionen A durch die lineare 
homogene Relation 


i=n—1 


(1%) A„+- % 4, =0 

al. 
zusammenhängen,!) so dass also in dem Lösungssystem (1‘), (1°) im 
ganzen 1+ mn —1)—=n willkürliche Funktionen auftreten. 

Setzt man in (1) „= Const., was erlaubt ist, da die x und %y 
von einander unabhängig sind, so resultiert eine homogene, lineare 
Gleichung zwischen den Funktionen A und nach Einsetzung einer 
dieser durch die a — 1 übrig bleibenden ausgedrückten Funktionen 
in (1) eine Relation von der Form: 


A,(Bı-+a', B,)+4As (Bs+a'B,)— ....... +41 (Ba-ı-+an-1B.)>=0. 

Werden nun die a—1-Funktionen A,, As ... An_ı von einander 
unabhängig angenommen, so müssen die Klammerausdrücke B, — 
—+- a‘, B, etc. verschwinden, was die Relationenreihe (1’) zur Folge 
hat.) Man kann also in diesem Falle auch sagen, die Gleichung (1) 


!) Natürlich können die Funktionen A und B, bezw. die Variablen « und y 
bei diesen Betrachtungen die Rolle vertauschen. 
”) Sollen alle n-Funktionen A von einander unabhängig sein, so muss 
Bizeßser Bee 
angenommen werden. 
9* 


a 
werde durch die a —1)—+n homogenen Relationen 
n—1 
1,9): Bee. u 72.91): (1, An 2a 
2 


erfüllt, wenn zugleich zwischen den n—1 konstanten Koöffizienten a 
und den »n— 1 entsprechenden Konstanten b die Beziehungen 
(1,9 or —1,2..n—1) 
bestehen. Die Anzahl der willkürlichen Konstanten ist somit (n—1)-1. 
Im Einklange mit der Tatsache, dass in (1) gleichzeitig und 
unabhängig von einander y—=Y,, Ya, .... — Const. gesetzt werden 
kann, ergibt sich als Lösung von (1) das aus den a- m —x)=n. 
homogenen Relationen bestehende Gleichungssystem : 


(2) Prey BE BESOUEBRE 
Se =n | 

(2‘) Are an An sin el, 2. er); 
Dal: 


Dabei bleibt ersichtlich die Anzahl n der disponiblen Funk- 
tionen unverändert, was auch x sei; die Anzahl der an die Re- 


lationen 

(270) V —- Syu a 3 
gebundenen willkürlichen Konstanten aber ist jetzt (n—x)-x, er- 
reicht somit Ihren Maximalwert für ge 


Im Falle n —2m bilde man daher, um die formell allgemeinste 
Lösung zu erhalten, ein solches System (2), (2), dassn —r—=%=m wird. 
Dies entspricht aber der Behandlung der in der Form 


IM MV 


(3) 2 4; Bi — = 2 Ami < Bati 


il il 
angeschriebenen Gleichung (1) nach dem zum Typus ß ($S 2) gehörigen 
Lösungsschema. Um diese Form (3) auch in dem Falle herzustellen, 
wo n eine ungerade Zahl = 2m —1 ist, kann man sich die Funk- 
tionalgleichung durch einen additiven Zusatz von der Form 
R(x)-o oder 0: &(y) | 

zu 2m Gliedern ergänzt denken oder aber man dividiert die Gleichung 
durch A,, differentiiert nach x und bringt die 2(m —1) so restie- 
renden Glieder auf die der Gleichung (3) entsprechende Form. Das 
gefundene Lösungssystem ist dann noch mit der anfänglichen Funk- 
tionalgleichung zu kombinieren. 


a 


Sie LypurBß 


Setzt man in der Funktionalgleichung 


(4) Dal) Bd Date): Dil) 


für y der Reihe nach die Konstanten %,, Ya, +. Y„, So lassen sich 
die A durch die voneinander unabhängig gedachten Funktionen C 
linear ausdrücken, nämlich: 


(4°) Kent nl rei. 
Setzt man dies in (4) ein, dann folgt weiter sofort: 
(4°) DB I GB tie eh aen 


Etabliert man übrigens in allgemeinerer Weise statt (4‘) das 
System 
=, +4... a4 Gi, 
wobei die @, von den C linear unabhängig seien, so geht (4) in 


Calle Bid) +. muB) — DW) Ce) By) + --- 
By) — DW) + AH) Bl) + ... Anka) Buly) = 0 
über. Unter den oben gemachten Annahmen kann aber diese 
Gleichung nur bestehen, wenn man die G, und die Klammeraus- 
drücke Null setzt. 


5:3. >bvpuser 


Einen Spezialfall von (4), welcher besondere Betrachtung ver- 
dient, erhält man für- 5=B;=4b,, Di=4=0, indem diese 
Substitution die Magnus’sche Funktionalgleichung 


in i—nN 


(5) ele)bly— Loy): 0x") 


ll al 
zur Folge hat. Für diese in Bezug auf die Variablen symmetrische 
Gleichung fällt das Lösungssystem (4), (4) zusammen in die eine 
Relationsreihe 
(5°) ,— ct tobt... CH ba, 


wobei die Nebenbedingungen c„==c, auftreten. Die Anzahl der 


!) Magnus, „Über die Funktionen, die der Gleichung 
Fa) + -- Frly) nl) = File) 0ily) + - - Frl®) pnly) 
genugtun.“ (Crelle, Dd. 5.) (Magnus reduziert, von n = ausgehend, durch ent- 
sprechende Differentiationen die Fälle n=2,5,...n auf die vorausgehenden, 
findet also zuletzt die allgemeine Lösung durch den Schluss von n uf n +1). 


IR 


disponiblen Funktionen ist jetzt nicht mehr 2», wie im Falle (4), 
sondern n und die Anzahl der willkürlichen Konstanten reduziert 


sich von n? auf nn Bemerkt sei noch, dass die Lösung (5‘) 
mit den von Pexider gewonnenen Resultaten übereinstimmt, welche 


die Antwort auf die Frage geben: Wie müssen die Funktionen 
Km i 

a und b beschaffen sein, damit Fix, y)= % ax): bulx) + anl&) -F 
k=1 


—- b„(y) eine symmetrische Funktion von x und % sei?) 


8 4. 


Es ist bisher stillschweigend vorausgesetzt, dass die gegebenen 
Funktionalgleichungen in der ‚linear reduzierten Form“ ange- 
schrieben sind, weil andernfalls die abgeleiteten Lösungsschemata 
im allgemeinen nicht mehr die allgemeinsten Lösungen vermitteln. 
Wendet man z. B. das Schema (4), (4) unmittelbar auf die nicht 
reduzierte Gleichung 

Al) By) + Asko) : By) = Ce) Div) Co) Del) 
an, so erhält man die Lösung | 

400,460 D, =.cB, Da +6 32 
mit nur zwei disponiblen Funktionen B und ©. Nach Herstellung 
der linear reduzierten Form 

(4ı+4) -B=0-(D,+D; 
dagegen ergibt sich die allgemeine Lösung 
C=m(4, +4, B=m(D, + D,) 

mit vier disponiblen Funktionen. 

Besteht bei einer linear reduzierten Funktionalgleichung der 
bisher betrachteten Art ein nicht linearer Zusammenhang zwischen 
den einzelnen Funktionen, indem einige z. B. Abgeleitete von 
anderen unter ihnen sind, so werden die gegebenen Lösungsschemata 
schliesslich auf zwei oder mehrere Bestimmungsgleichungen — etwa 
Differentialgleichungen — für ein und dieselbe Funktion führen. 
Ob es dann überhaupt noch Lösungen gibt, hängt davon ab, ob 
jene Gleichungen durch passende Wahl der willkürlichen Kon- 
stanten ohne Widerspruch auf eine reduziert werden können. 


1) Arch., 6. Bd., H. !/a, p. 50 ff. 


SEN EEE 


Das allgemeinste_ Lösungssystem einer Funktionalgleichung 
vom Typus ß enthält, wie schon erwähnt, 2n disponible Funk- 
tionen mit n? willkürlichen Konstanten. Spezialisiert man eine 
Reihe dieser Konstanten, indem man sie etwa Null setzt, so fallen 
dadurch unter Umständen einige der willkürlichen Funktionen mit 
fort, ohne dass die übrig bleibenden Funktionen ihre Willkürlichkeit 
verlieren (,„Partikularlösung‘). Die Bedingung z. B. dafür, dass 
zwei T-fl. aufeinander abwickelbar sind, führt auf eine Funktional- 
sleichung von der Form: 


YA-B=8C-D, (Typus y). 
1! 1 


Setzt man in dem zugehörigen allgemeinen Lösungsschema alle 
Konstanten c„ Null bis auf diejenigen, bei welchen die Indices 
i und x gleich sind, so erhält man die schon von Peterson be- 


handelte Partikularlösung A,= a,(;, B=- D, des Problems. 


Die an den Funktionen der gegebenen Funktionalgleichung 
selbst, z. B. durch -Nullsetzen vorgenommenen Spezilalisierungen 
führen auf ‚Singularlösungen‘‘, vorausgesetzt, dass eine so ver- 
änderte Funktionalgleichung überhaupt ohne Widerspruch lösbar 
bleibt. Nimmt man an den Funktionen Spezialisierungen dieser Art 
vor, nachdem bereits das allgemeine Lösungsschema etabliert ist, 
so bedeutet dies eine Beschränkung der Willkürlichkeit in den Kon- 
stanten, die man dann so bestimmen muss, dass das Lösungs- 
schema auch im singulären Falle womöglich noch Geltung behält. 


SD. 
Unter der Voraussetzung: 


Ri, 6% =0, .... N 0: Drsse=o: u... Dita = 0, 
oo. Dytm—x) — 


geht die Funktionalgleichung (4) vom Typus ß in die Gleichung (1) 
vom Typus « über. Wendet man auch jetzt noch das Lösungs- 
schema (4‘), (4) an, so findet man folgende drei Reihen von Re- 
lationen: 


I_N—% 


(6) A= kai Cuis, Bee. n) 


Va 

(6°) FE Ye, Be (ee: 2; ..... x) KL, 
va 

(6°) IB t=r+1%+32, ...x + (n—r%) 
ol 


(6°) liefert somit n—x Gleichungen mit den n Unbekannten B, 
von denen x disponibel bleiben. Aus (6‘) ferner bestimmen sich die 


“Funktionen D durch die % disponiblen Funktionen B vollständig, 


während sich gemäss (6) die n-Funktionen A durch die n—x will- 
kürlichen Funktionen C ausdrücken lassen. Die Anzahl der im 
ganzen disponiblen Funktionen ist somit x + (n—x)=n, wie dies 
auch oben beim Typus a bereits angegeben wurde. 


8 6. 


Als weitere Typen, welche bei der Bestimmung spezieller T-f. 
auftreten, seien die Funktionalgleichungen 


(7) S Ada) . B(y) = Const. (Typus d) und 


&) Po) Qu) Pie) Qly) = 0, (Typus e) erwähnt.’) 

Differentiiert man (7) nach einer der Variablen oder besser in 
symmetrischer Weise nach & und y, so ist die Gleichung auf den 
Typus « reduziert, wobei die zugehörigen Lösungen an die voll- 
ständige Gleichung (7) gebunden sind. Auch die Vivanti'sche 
Gleichung (8) lässt sich durch Differentiation nach x und y auf den 
Typus «& reduzieren, und es sind die aus | 


2 Pia) 0 
gezogenen Resultate mit (8) selbst zu kombinieren. 
Behandelt man auf diese Weise das von Vivanti angegebene 
Beispiel | | 
I. Po) + Pu) — 2flo) Po) + FO) Po — a Fle) : py) — Fa) 
yoly) Hefe) ve) 9 
!) Gleichung (8) ist von Vivanti in originaler Weise behandelt worden. („Sulla 


determinazione di quattro funzioni mediante un’equazione unica“, Rendiconti. T. VI., 
1892, p. 100—108.) 


BE 


so erhält man, indem % eine willkürliche Funktion bedeutet, 
2 Pe) +EFR) Ed) HL WERE) Wr) + 
+ Fa)By) 4x2): 0 | 
Daraus ergeben sich. nach dem Lösungsschema (4), (4) die 
Gleichungen: er 


1). Ye teeft cr t di; 
(1*) + la NP to yP =e,; 
(2') SF — za + Cat 0X ds; 
(2°) 3? +63 + (a y—)P—e; 
(3) FF estf + el" 633 + di; 
(3°) GP tesp' tea yP =... 


Aus den drei Gleichungen 1’, 2‘, 3° ergeben sich zunächst nach 
Elimination der nicht weiter benötigten Hilfsfunktion % zwei Be- 
stimmungsgleichungen für f und F. Berechnet man ferner » und p‘ 
aus (1°) und (3°) und setzt diese Werte in (2) ein, so resultieren 
unter Berücksichtigung der Identität p'=[p]' zwei Gleichungen, 
aus denen ® eliminiert werden kann. Das Eliminationsresultat ist 
eine Gleichung von der Form 
| Ay By +0=o, 
so dass A=o, B=o, Ü=0o notwendige Konstantenrelationen für 
die c;, geben. Setzt man nun die für f, F, g und ® gefundenen 
(algebraischen) Funktionen in I selbst ein, so wird diese Ausgangs- 
gleichung identisch erfüllt durch weitere Relationen zwischen den 
Konstanten. 


ST. 

Als weitere Beispiele mögen noch zwei Funktionalgleichungen 
dienen, welche bereits von anderen Autoren im Zusammenhange 
mit Untersuchungen über T-fl., aber in einer von den Methoden 
der SS 1—5 verschiedenen Weise behandelt sind. 

Die Bestimmung der T-fl.. welche zugleich Rotationsflächen 
sind, hängt nach Voss (M. Ann., 19., p. 1ff.), wie man sich leicht 
überzeugt, von der Funktionalgleichung 

Fla+ 0) |flu) + go)]® +4) + xo)]® 
ab. Bei der von Voss gegebenen Lösung wird zuerst die Natur 
der Funktion F' ermittelt, welche sich als Summe von Exponential- 
funktionen darstellt, indem, sie der linearen Differentialgleichung 


ar" tbFcF+d=o 


genügt. Für die f, @, d, x ergeben sich dann weiterhin gleichfalls 
lineare Ausdrücke von Exponentialfunktionen. 

(Ganz abweichend von dieser Voss’schen Behandlungsweise er- 
hält man nun die nämlichen Resultate, wenn man nach Elimination 
von F'w--v) von der Funktionalgleichung | 
FL) + u) Ya) + Pole) +4Wx(o) — Tel) File) + nWxl+ 

+ u) po) + Yu) x) 
ausgeht. Diese Gleichung kann als Vivanti'sche oder direkt als. 
solche vom Typus ß behandelt werden. In letzterem Falle ergibt 
das Schema (4) (4): 

FI P=cnt ft Ch, 

f=tcat caft st, (A) 

DC, 4 Ce f 4 Cast 
und ein analoges System (B) simultaner Differentialgleichungen für 
» und x. Die beiden letzten Gleichungen des Systems (A) führen 
nach Elimination von d auf die lineare Differentialgleichung 

af if tofta=o, 
so dass, nachdem sich auch db wie f durch Exponentialfunktionen 
linear ausgedrückt hat, noch die erste Gleichung zu erfüllen bleibt. 
Dies geschieht durch Konstantenspezialisierung. Nachdem e und x 
analog bestimmt sind, lässt sich aus der ursprünglichen Funktional- 
gleichung, indem man z. B. v— Const. setzt, die Natur von 7 direkt 
ermitteln. 

Die Bedingung, dass die T-fl. 

—- U, = +V,2=0, 4) 
auf das Paraboloid 
De 2 ur WR FL 
2p 20 £ 
abwickelbar sei, verlangt die Befriedigung der drei Gleichungen: 


uv 
(a) ?q —= UV. .0sV; = U; V;', 
2 
(b) n = l= re == De = ER 


p° 

v ee, 
( or 
Wendet man auf die in der Form 


U Ü 
DO, V, —+ Ser . we UV‘ 


2 


geschriebene Funktionalgleichung (a) das Lösungsschema (4), (4) 
an, so erhält man: 


2 2 
Cı% Co Ü 
3a De De EYE 
2 >» 12 Uı, Us >77 22015 
2 
V 
7 — (Va + Ca P5; V,=6GsaVa-+ 6a PV>- 


Durch Einsetzen von U, und U, in (b) und ebenso V, und V, 
in (c) ergeben sich die Funktionen TU, und V,, aus ihnen somit 
auch die Funktionen U,, U,;,, V, und V,, Lösungen, welche mit 
dem von Adam!) erhaltenen Resultat übereinstimmen. In der 
gleichen Arbeit stellt Adam bei der Behandlung eines ähnlichen 
Problems die Behauptung auf, dass die Gleichungen 


(1) DV" UÜ—=U’m’tL, 

(2) se li en 

(3°) U Ve +mÜü'=U,V--mP; 
nur für m = m, = 0 bestehen können. Behandelt man nämlich (3') 
nach dem Schema (4), (4), so entstehen die Gleichungen: 

U —cıUr + Cm, U 0 Ur 69 m,, 
V’=c1Vo + Cm, Vet c/o CM. 

Die Substitution in (1‘) und (2°) verlangt dann noch die Kon- 

stantenrelationen 


2 2 re 2 2 ee. 
en a a a 
alsO Ca = 69, = ec wide 0 bo 
Mılcıı + Ca) = Mlcıı 4 Cs) = 9, 
mil + — 1=mlo? + — N)=1. 
Diese Gleichungen stimmen nur überein für m = m, = 0, wenn 


man dann ausserdem noch verfügt, dass ca —=%& ist mit der Neben- 
bedingung: MCy3g —= M;Caa —= 0 .%® — enlliche Grösse x. 


!) M. Paul Adam, Bull. 23, p. 204 ff. 


Ddritter Teil. 


Translationsflächen mit vorgeschriebenen Eigenschaften. 
A. T-fl., die gleichzeitig anderen Flächengattungen angehören. 
S4. Linienflächen. 


Die schon im ersten Teil erwähnte Cayley sche Regelflläche 


ist, wie dort abgeleitet wurde, T-fl.; tatsächlich entspringt ihre 

Gleichung aus der Parameterform: 

zs=aaW+)+b; yautv+tb; z=al{u- v) + b,. 
Setzt man in bekannter Weise: 

de=pdx — qdy, dp=rdce+sdy, dg=sdce + tdy, dr=ude-+vdy, 


ds = vdx + wdy, dt—= wde + wdy,! M= ee - rt), so ist 


I. «+3vM+3wM-+eM’=o') 

die Differentialgleichung 3. Ordnung, welcher alle Regelflächen ge- 
nügen. Kombiniert man I. mit der Differentialgleichung 2. Ordnung 
| I. Rr-+58s-4 Tt=o 

der T-fl., d. h., sucht man die gemeinschaftlichen Integralflächen 
beider Differentialgleichungen, so sind dies offenbar die gesuchten 
Translationsregelflächen. So gibt z. B. der Spezialfall s—=o von Il 
in Verbindung mit I die Fläche 

ale, +2)? 

Das allgemeine Problem der Linien-Translationsflächen lässt 
sich nun aber auch unmittelbar auf die Lösung einer Funktional- 
gleichung reduzieren. Die Geraden einer Regelfläche sind nämlich 
immer Haupttangentenkurven. - Man braucht somit von den ge- 
suchten T-fl. nur zu verlangen, dass die eine Asymptotenkurven- 
schar aus Geraden bestehe oder, da die Schar dann mit einer Schar 
von geodätischen Linien zusammenfällt, dass die Asymptotenkurven 
jener Schar die Tangentialkrümmung Null besitze. 


') Serret. I. „Lehrb. der Differential- u. Integralrechnung“, p. 499. 
2)32Diss.xp.581: 


a AG EEE 


Versteht man daher unter D, und D, die Determinanten 


fu), Fu), fs") F,"), Flo), Fy"(w) 
A) Alu) sw) und. | Ari), Ze); Ayo) 
Into) Rs'io)  B,(D) Alu) - fs lu), Fs'lu) 


und setzt D,—=M’, D,— N’, so sind die Asymptotenkurven durch 

Mdu+ Ndv=o | 
definiert. Damit aber die Tangentialkrümmung!) der ersteren Schar 
verschwinde, muss die nach Ausführung der Differentiation und 
Beseitigung der Irrationalitäten auf den Typus ? zu reduzierende 
Funktionalgleichung 


(1) 


%) N GM: \ ge °| FM— EN Err 
zur EN?’—2FMN+GM?| vv\VEN®—-2FMN- GM? = 
bestehen. In dieser Gleichung sind auch die beiden Fälle der De- 
veloppablen und Conoidflächen enthalten, welche sich jedoch bequemer 
explicit behandeln lassen. Was zunächst die abwickelbaren T-fl. 
betrifft, so ist geometrisch evident, dass dieselben Zylinderflächen 
sein müssen. Diese können auf unendlich viele Arten durch Trans- 
lation einer Kurve erzeugt werden, indem jede beliebige Trajektorie 
der Erzeugenden durch Verschiebung parallel zu diesen in sich 
übergeht. Dass die Zylinder die einzigen abwickelbaren T-fl. sind, 
lässt sich übrigens auch analytisch leicht beweisen. 
D.D" — D'? ; 
Nu EG m 9% Bar, 
hat nämlich D=0°) zur Folge, oder die Funktionalgleichung:: 
Y: s Fa" FR,’ ah FF, se. 2 Eaue Ye er Fi" Fy]| + fs‘ ; 
[Air FF )=o 
welche von Typus « ist und die Richtigkeit der Behauptung leicht 
erkennen lässt. 


Was die Conoidflächen anlangt, welche durch — o(2) .defi- 


niert sind, so erhält man durch partielle Deayauen nach « und © 
und Elimination von g'(z) die Gleichung 


) Bi. 1., p. 150. 
2) D"— o sagt dasselbe aus, nur vertauschen dabei die Translationskurven 
ihre Rolle. 


ae 


(2) Fs' (u) [FW F3' ko) — Flo) Fo) + fılu) fs‘) - Frw) — 
Lk) Fu) Fi) = Alu) Fu) Fl) - FW) HF): 
FW) Fo) — fı’u) : Fılw) Fs'(W) 


von Typus ß, mit dem Lösungssystem: 


(1%) Kerle) Gshe Ca 
(2‘) he ah hi ah u 
(3‘) hi ae chhir fa ah 


für die drei Funktionen f und einem ganz analogen System für die 
Funktionen F.') Setzt man /,' aus (1‘) in (2') und (3‘) ein, so 
bleiben zwei Gleichungen, aus denen man f, und /,' durch die Funk- 
tion f, und ihre Abgeleitete ausdrücken kann. Unter Benutzung 
der Identität f,’ =[fs]‘ findet man schliesslich eine Differential- 
gleichung für die eine Funktion f,, nach deren Bestimmung sich 
endlich /, und /, von selbst ergeben, die letztere Funktion durch 
eine Quadratur aus (1). 
Bemerkenswert ist etwa noch die spezielle Annahme 
a 
welche die Gleichung (2) in 


WE U U ee) 
überführt. Indem Z'= Const. ausgeschlossen ist, entnimmt man: 
(a4 F)-F'--bF'=o, Ihr Amblf —fi), 
fe —Fefı = alfe — fi), 
so dass sich etwa Z',, f;s und f, bestimmen, während /, und #' dis- 

ponibel bleiben. 

Die Ableitung einer Funktionalgleichung für die Translations- 
regelflächen kann übrigens auch direkt vorgenommen werden, in- 
dem man 2=az2—a, y=bz--ß als eine Geradenschar voraus- 
setzt, welche auf der Fläche <= f,w) + Fi), y =falu) + F3l), 
z=fs(u) + FsWw) liegen soll. Man kann also etwa ?t als Parameter 
auffassend, a = alt), b=blt), «= alt), B= Pl) setzen und ? von u 
und v abhängen lassen. Man hat dann die Gleichungen: 


(I) > AFR ea en R+rR=-bh+F)+B 


daraus durch partielle Differentiation nach « und ®: 


') (2) wird duch M=h=0o A=-u BR =, h=- le; L «un 
erfüllt, führt also auf das Conoid z = log z 


FE HITERSR 


(2,) al, — (fs Ei: T’,)a‘ = at, I’ —aR —=[$-+Fy)a—+elt, 
3) U = (ArF)b Rt, Fr—bFy—=[(&-+F)v+Blt, 
und hieraus weiter: 


af: PR TRRR VERS EN 


Den a ee ar 
Diese zwei Gleichungen sind gleichbedeutend mit: 
(4,) (Fi — aFs)t— (fi — af‘) t, und 
(50) aP+bQ=1, 


wobei unter P und Q Ausdrücke verstanden sind, welche nur die 
Funktionen /, ... 7, ... enthalten. 


Differentiiert man (5,) nach « und v, so erhält man: 
(aP,+bQ)+ «P+VQ)t.=o, (aP,+5bQ)+-@PHVQtL,—=o 
und hieraus in Verbindung mit (4,) die Gleichung: 

(6,) (aP.+bQ) (Fi —ar,)= (aß +0Q)(fı — afs)). 

Berechnet man nun a und b aus (ö,) und (6,) und setzt in (1,) 
ein, so entstehen, wenn man unter U und V ebenfalls Ausdrücke 
versteht, die nur die Funktionen f, ... £ ... enthalten, die Relationen: 

neu Bl), ödersalsos Ur od, 

Durch Differentiation nach « und v und Elimination von a,‘ 
entsteht schliesslich die Funktionalgleichung: 

Del U aVE 


8 2. Über die auf Rotationsflächen abwickelbaren T-A. 


Flächen, deren Linienelement in einer der äquivalenten Formen 
I. d2=(U-+YV) (du, + dv’) 

Il. d?—=(U--V) (U,du,: + V,dv,?) 

I. d?=[g(X+T)+hX— Y)laXdY 
erscheint, wobei die U, U, nur von u,, die von V, V, nur vonv, 
abhängen, gehören zur Liouville’schen Klasse. Ist eine der Funk- 
tionen U, V, g oder h Null, so erscheint das Linienelement der 
auf Rotationsflächen abwickelbaren Flächen. 

Das Problem, die zu diesen gehörigen T-fl. zu finden, kann 
zunächst in einigen Spezialfällen leicht behandelt werden. So führt 
z. B. eine Vergleichung des in der Form 

d?—flX)-e(Y)-1+-XY)- X TY'dedy 


a 


gegebenen Linienelements der Minimalflächen mit dem Liouville: 
schen Linienelement 


de — (de ++ Wr — y)) dedy | 
auf eine Funktionälgleichung, welche bereits Lie!) vollständig be- 
handelt hat, mit dem Ergebnis, dass alle Minimalflächen der Liou- 
ville’scheun Klasse der Untergruppe der auf Rotationsflächen ab- 
wickelbaren Flächen angehören. | 

Die einzigen T-fl., welche als Developpahle zur Liouville- 
schen Klasse gehören, sind nach einer nl Ban euaz die 
Zylinder. 

Unter den Flächen 2. Ordnung, welche bekanntlich Liouville- 
sches Bogenelement besitzen, gibt es, von den Zylindern und Para- 
boloiden abgesehen, keine T-fl. Dies erkennt man an der Funk- 
tionalgleichung, welche entsteht, wenn man die in bekannter Weise 
durch elliptische Koordinaten p,, Pf» ausgedrückten Quadrate der 
Cartesischen Koordinaten der Fläche 2. Ordnung mit den Ausdrücken 


(4 Ro); ee 2,5) 
vergleicht und aus den drei so entstehenden Relationen die Grössen. 
PL + Ps, £ı Ps eliminiert. 


Ein bemerkenswerter Fall von T-f., welche auf Rotationsflächen 
abwickelbar sind, ergibt sich ee 


Man setze in der Formel des ersten Teils 
(1,) Cos? a x), 


d. h. man nehme an, dass die zu dem orthogonalen Diss 
der äquidistanten Translationskurven gehörige Schar „= ( aus 
eeodätischen Linien bestehe, dann wird das Linienelement: 


+ Se de +) = 


—X&) 
— PA) (dd): 


also von der Form, welche für die auf Rotationsflächen abwickel. 
baren Flächen charakteristisch ist. Die Annahme 


Be  Cos? se x) 


würde analog ds? — W(n,) (d&? 4 dn,2) ergeben. Differentiiert man 


")-M. Ann..«Bd. 20: 9% 247 tt. 


TESTER 


(1,) bezw. (2,) nach « und v, so erhält man nach Elimination von 
x' die Funktionalgleichungen 


si z 72) nn v2} 


welche für die betreffenden Flächen die weitere bemerkenswerte 
Eigenschaft ausdrücken, dass zwischen den geodätischen Krüm- 
mungen der Translationskurven die Beziehungen 

=HrR 
stattfinden. Aus (3,) ergibt sich nun 


als] li] 


4 iv | RN ve 


also eine Funktionalgleichung von Typus ß, zu welcher folgendes 
Simultansystem gehört: 


(6) Kein VE se cf t Cafe te Fs'; 
Ei) :V@ — Fee cn, 
(fe) VE= Cfı Cafe t Casls'; 
eb) Moe F’—tcaF! + 6sFy; 
st 9) FE ft Cafe! + 3sF3'; 
a ae VOR + 633 Fr‘. 
Die wesentlichsten Singularisierungen, welche an (3,‘) vorge- 
nommen werden können, sind nun folgende: 


a) (3,) geht unter der Voraussetzung /, =u, FR =0, fa = 0, 
PF,—v fs =f, F,;=g in die separierte Funktionalgleichung 


EL ee 
u ) EN 17 
über, welche sofort die Natur der durch die Differentialgleichung 
a 
definierten Funktion » —= fg ergibt und auf die Fläche 
z=w)+w(y))) 
führt. 
b) Ist I, — 0, dann entnimmt man der reduzierten Gleichung 89°): 


2) Diss,,.D. 26/27. 


aa 


(fit) VE = ılı leleı 

(at %) a af T Cafe), 

(Feb) ve —= cuFı + Ca Fr) 

(Fa b,) len GeFı tC%eF%'. 

Während sich aus den letzten Gleichungen die Funktionen 
F, und F, vollständig bestimmen, lassen die beiden ersten Gleich- 
ungen eine der Funktionen f}, fs oder /, disponibel, z.B. f,. Aus 
z—/f,(u) folgt dann ebenso willkürlich «= f(z), so dass 
Pe, 9,7) )=o 

die Gleichung der fraglichen Flächen wird. Die eine Schar u=( 
der Translationskurven fällt hier mit den Niveaulinien der Flächen 
zusammen. | 


c) Eine weitere Singularisierung von (3,) erzielt man durch 
die Annahme f, =fs =F, fs = 9, Indem die zugehörige Funktional- 
gleichung 

0 ie Ber 9 RS 
er = R,)- au Vertg + F, au vrTR 
a eo 
ne | VG +4 00 va) 
ein Lösungssystem von vier simultanen Differentialgleichungen mit 
fünf Funktionen ergibt, von denen eine disponibel bleibt. Ist f 
diese willkürliche Funktion, so haben die Flächen in Cartesischen 
Koordinaten eine Gleichung von der Form 
zehe hey) T ya, 

wobei h eine beliebige, A, und B, je eine bestimmte Funktion 
bedeutet. 

d) Für ; =F,=g, endlich geht (3,') in eine Magnus’sche 
Funktionalgleichung über (Typus y) und besitzt das Lösungssystem: 
(gt) pP C1191'+ C1292'+- 61395‘ | 
Ilse EBD 0,9121 09508 1 633034 p=V gg” 05% Cia=Cxi 
(95 4 %3) °P Cg1 91’ 69292463393". 

Um bei all diesen auf Rotationsflächen abwickelbaren T-fl. die 
geodätischen Linien zu integrieren, braucht man nur 

ds? — D(£&,) (d£,?-+ dn9)?) 


'), ® ist bestimmt. 
») Für ds’ = Win.) (dd? + di?) gilt Analoges. 


ES 


wirklich herzustellen. Setzt man nämlich in Cos? 3 ERICH Üüch. In 


+ = Au re: (ve 2 


die zu den betreffenden Funktionalgleichungen gehörigen Funktionen 
ein, so erschliesst sich die Natur der Funktion y. Bestimmt 
man dann weiter &=g(&,) aus der Gleichung: 


& =— f ds oe 
173) 
so kennt man auch 


Id —=1—- X =1- X) 


und somit die Gleichung der geodätischen Linien: 


Ex | ds, | 
V Pi) — 
in endlicher Gestalt. 
Es ist nun wohl zu bemerken, dass zwar die durch die Relation 


Cos? = = la] 


definierten T-A. zu den auf Rotationsflächen abwickelbaren gehören, 
dass aber umgekehrt nicht alle auf Rotationsflächen abwickelbaren 
T-A. jener Gleichung zugehören, wie dies das Beispiel der Schrauben- 
flächen 


%—=bkCos U-CosV, y=ckSin USin V, z=aU 
zeigt, welche auf Grund der Substitution 
U+-V=u U-V=v 
auch durch 
bk 


Mn > 


CHEFS Sn 
en, Sind 5 Sin v, 


>= 5 u-+ = ® 
ausgedrückt werden.') 

Es liegt also die Frage nahe, wie man weitere, bezw. alle auf 
Rotationsflächen abwickelbaren T-l. finden kann. Man braucht, 
was im allgemeinen stets durch Differentiation und Elimination 
entschieden werden kann, nur zu untersuchen, ob die Linien X —=Const. 
(gleichen Krümmungsmasses) geodätisch parallel und von konstanter 


”) Katalog, p. 22, hier muss es p=k Cos v heissen. 
3* 


2 RN: 


seodätischer Krümmung sind.) Nach Massieu kann man dann 
aber auch sagen, dass die Differentialgleichung der geodätischen 
Linien 
Ad —=ep-2/pg +g—=1}) 
ein lineares homogenes Integral besitzen muss. Dies tritt ein, wenn 
die Gleichung | 
er u 2 —. 


ou 0p op ou oV 2 Bene 
durch = Ap-+ Bg identisch erfüllt wird, wobei die A und B 
Funktionen von « und v bedeuten.) Führt man nun diese Rech- 
nungen für die T-fl. durch unter Zugrundelegung des Linienelementes: 


ds? — Cos? = d&? —- Sin? = da? =ed? + (1— e)dn), 
so erhält man nach weiteren Umrechnungen 
0A 
1—: 
„Fass 
tag, 


on 
Be 


Die Bedingung e. dass es zwei Funktionen A und B eibt, 
welche diesen drei Gleichungen genügen, involviert eine funktionale 
Aussage über e und schliesslich eine Funktionalgleichung in « und v, 
wenn man die Relationen 


F Re 
le VrG ’ | VE au+ [Vo dv, 


N 1 VE u— jvea 


in Betracht zieht. 
Noch weniger übersichtliche Resultate liefert die nächstliegende 
Methode der direkten Linienelementvergleichung, die etwa von 
ds? — ed’ + (1 — e)dn? — ag) (dp? + d4%) 


ausgehen würde. Dass sich dann die entsprechenden Untersuch- 


IR - 


1, M. 1115.:9/8, p-- 405. 
- @ Sen = 
Pr De age) ve 
3). EU LIEselsep, 1498 


ungen für das Linienelement ds? — (x(p) — £(p)) (de? + dıy?), indem 
man nämlich nach den T-fl. mit allgemeinem Liouville’schen Bogen- 
element fragt, noch weiter komplizieren, lässt sich voraussehen. 
Nach den bisherigen Betrachtungen liegt übrigens die Vermutung 
nahe, dass nicht nur die Minimalflächen und die oben besprochenen 
T-fl., sondern alle T-fl. überhaupt auf Rotationsflächen abwickelbar 
sind, wenn sie Liouville’sches Bogenelement besitzen sollen. Diese 
Frage bedürfte natürlich einer eingehenderen Untersuchung. 


B. Abbildungsprobleme. 


S 1. Zusammenhang der Liouville'schen Flächen 
mit den eilez2 on 
Zu einer Fläche 
(1) 2=f(®, y) 
gehört das Linienelement 
(2) ds®?—= Eda? +2 Fdxdy + Gdy? == (1-4 p?) de? + 2pgdedy + 
Ara) 
Denkt man sich nun die Fläche (1) auf Grund der Trans- 
formation: 
3) A—(1-+p)dar + 2pgdedy ++ gP)dyP—=ı@,y)aX’ +47) — 
—A(X, PY)\(dX?—+dY 
konform in die xy-Ebene abgebildet, dann besteht für X die 
Gleichung: 
a _ " De 2 E a er 
0% Des d, 0) ur 
während weiterhin Y aus 
6) Sr. — (AM, —rak) ST, = PL —pgL,) 
durch Quadratur bestimmt werden kann. 


* genügt der Beltrami’schen Differentialgleichung 
(6) A, log 9) —= —K. 

Interpretiert man nun C6=X(z, y) bezw. Z=A(X, Y) selbst als 
Fläche, so bemerkt man, dass es auf Grund der Beziehung (6) zu 
jeder Ausgangsfläche 2— f(x, y) eine ganze Gruppe von zugeord- 
neten Flächen & bezw. z gibt und zwar ist unter den letzteren 
mindesten eine T-fl. z= a(X)-—- B(Y) mit den ebenen Erzeugenden 


) EKG- P=-P-1+P+g. 


a 


X — Const.,, Y = Const., wenn 2= f(w,y) das Liouville’sche 
Bogenelement gestattet. 

Soll nın 2= f(x, y) T-fl. mit Liouville’schem Bogenelement 
sein, so entnimmt man aus den drei partiellen Differentialgleichungen 
2. Ordnung 


Rr+Ss+- T=o, 4 1e@H HEN). ,=— 7 4 > 
und (4): | 


r= 2m y,2D, 9) = y23P N) tx 1%, q))) 
und hat also das System 
OPEN RN at OU. ar de 02 
a —b, = —b, Neakan. 
zu integrieren. Von den Integrabilitätsbedingungen 
op 7 au 00 35 ,:0X DD FED 


PER 000 De 9% 
ist die dritte von selbst erfüllt, während die beiden andern 
RS hr Pr EEE, 0% a 
are RR aD + ie er e-+ 0 
ee oe 
RES I te 0q Ka en 2 op Ps d2 
identisch zu befriedigen sind, unter Berüchsichtigung der Gleich- 
ungen (d). Sind alle diese Voraussetzungen durch passende Wahl 
der Funktionen R, 8, T, X, Y, a und ß erfüllt, so erhält man für 
z, p und q Funktionen mit drei willkürlichen Konstanten.) 


S 2. Diverse Verwandtschaften von T-fl. untereinander. 


a) Zu einem beliebig gewählten Werte von « und einem solchen 
von v gehört im allgemeinen ein Punkt der Fläche 
=hW+F&, y=flau) + Fo, 2= FW F,@) — P-Fläche — 
einerseits und ein entsprechender Punkt der Fläche, 

2 fıW— Fo), y—=fıu) — Fxo), e= fu) — Fo) —N-Fläche— 
andererseits. Beide Flächen erscheinen so aufeinander abgebildet 
in der Weise, dass sich die Erzeugungskurven beider T-fl. ent- 
sprechen. Aus der Tatsache, dass für beide Flächen die Funda- 


\) König, „Theorie der partiellen Differentialgleichungen 2. Ordnung mit zwei 
unabhängigen Variablen“; M. Ann. 24 (1884), p. 470 ff. 

?) Diese Betrachtungen gelten auch für andere als T-fl., wenn man statt 
kr +8s+ Tt=o die Differentialgleichung 2. Ordnung jener Flächen nimmt. 


mentalgrössen E&, F, G, D, D‘, D* teils gleich, teils entgegengesetzt 
gleich sind, folgen einige bemerkenswerte Beziehungen. Bezeichnet 
man mit ® den Winkel der Parameterlinien, © den zwischen den 
Grenzen %, dv, und u, v liegenden Teil der Oberfläche, X das 
Gauss’sche Krümmungsmass, p,, p, bezw. 7, und 7, die .geodä- 
tischen Krümmungen und Torsionen der Parameterkurven, so gelten 
für die P- und N-Flächen bei leichtverständlicher Bezeichnung die 
Beziehungen: 


Cos Se re —0os I oder Sa WON, —T, er OFT R,— a==0, 


PETE 


te), Be nn an 0. 


Bemerkenswert sind nun solche T-fl., welche ähnliche Be- 
ziehungen aufzuweisen haben, ohne zueinander im Verhältnis der 
P- und N-Flächen zu stehen. So ergibt die Voraussetzung 

Cos®e=+ (os o,!) 
für zwei beliebige = die Funktionalgleichung 


Blase Je F% Js Ber 
Kr Ya ar er VE Ve 
Ri 1% ,° | 708 


vom Typus ß, welche erkennen lässt, dass bei der vollständigen 
Lösung 6 der in der Gleichung vorkommenden Funktionen disponibel 
bleiben. 


b) Geht man von einer Fläche 5 aus und unterwirft sie einer 

unendlich kleinen Verschiebung, 
vater y—=yHtey 2=z-+ez, 
wobei x, y, z beliebige endliche Funktionen bedeuten, e eine un- 
endlich kleine Grösse ist, so ergibt die Bedingung ds? — ds'” der 
Isometrie die Gleichung 
I. dede + dydy-+ dedz= 0, 

welche aussagt, dass die gegebene Fläche $ und ihre assoziierte Ss 


') Diese Relation erinnert an die sphärische Abbildung für konjugierte 
Richtungen. 


einander durch Orthogonalität der Elemente entsprechen.') Sind 
nun $ und S T-fl. mit den Funktionen f;, F; bezw. g,, @,, so ist 
auch die Verschiebungsfläche S5' eine T-fl. mit den Funktionen 
fı+e9, F,+:0;,. Bei dieser Annahme zerfällt I in die Gleich- 
ungen 


(1) ff I fs I 0, 
(2) FGG Ge — 0, 
SG) hr er Fo Ba 


welch’ letztere wieder den sechs weiteren Gleichungen 
HI late Bra; 
mo, ee je=t 2) 

äquivalent ist. Es bleiben somit vier Funktionen disponibel, indem 
acht Gleichungen mit zwölf Funktionen vorliegen. Sind etwa g,, 
9, 6, und G, jene vier Funktionen, so entspricht dies der Auf- 
fassung, dass die Erzeugungskurven der assoziierten Fläche S sich 
in die xy-Ebene als ein äquidistantes System projizieren, welches 
willkürlich gewählt werden kann. 

Da durch die Annahme 

ae Gi» F,=—@, 
die Gleichung (3) von selbst befriedigt wird, während (1) und (2) 
bezüglich in 
eh tom or 

übergehen, so sind die Flächen S und 5 als Minimalflächen charak- 
terisiert. 

c) Die T-f. ä 

=) + Fo, y =) + Fo), 2= su) + F3@) 

und 2 = 9) + 44, 9 = u) + Go; 2 93(U) + GW), 
seien wieder auf die Translationskurven bezogen, aber so, dass die 
Bögen derselben als Parameter «, v auftreten; dann ist: 
1) SW) HR) HR W)=1 2) FrwW+F’W-+ F,”@=]; 
3) WWF HU) 1; A) HW)+ ’W)+ G@W)=1. 

Nun lässt sich zeigen, dass es zwei T-fl. gibt der Art, dass 
die Kurven (2) und ebenso die Kurven (v) der einen und der anderen 
Fläche zueinander im Verhältnis von Bertrand-Kurven stehen,?) 
d.h. Kurven mit gemeinsamen Hauptnormalen sind. Für die Kurve 


» Bi. I, p. 287#f; E. Il.g ?/s, p. 497. 
>) Bi. L, p. 31. 


EIER ADS 


fi), y=flu), 2= Fu) 


LIE, et: 
muss dann, wenn man unter 2 die erste und unter mi die zweite 


Krümmung versteht, eine Gleichung von der Form 
AzPaB I 
Pr el 
bestehen, während die zugehörigen Bertrand-Kurven durch 
x —=xc-+x0ost, y„—=y-xrCosn, 2=z-4xCost 
definiert sind und mit den Kurven 2’ =g,(u), y' — gu), 21 = 9;(u) 


zusammenfallen sollen. Es bestehen somit die vier weiteren Glei- 
chungen : | 


B fi Fa Fr 
a Fr le ee RAT Ba 
1 2 3 
(6) ee (7) m. 
ehr, Betr 


Ersetzt man die /, durch 7, und die Funktionen 9, durch @,, 
dann bestehen noch vier analoge Gleichungen, indem ja auch die 
v-Kurven der beiden T-A. Kurven mit gemeinsamen Hauptnormalen 
sein sollen. Somit liegen zwölf Gleichungen mit den zwölf Funk- 
tionen f,, 7, 9; und G, vor, welche vollständig bestimmt sind. 


Für die nicht angeschriebenen Gleichungen gelten die Kon- 


. [I #58 [2 
stanten A', B', C’ und x. Dabei ist «= — 2 ebenso wie 
B 
ng zu setzen It. 


C. Translationsflächen mit vorgegebenen Kurveneigenschaften. 
S 1. Translationskurven besonderer Art. 


Tritt zu der für alle T-}. geltenden Gleichung D'=o noch 
die Orthogonalitäts-Bedingung F= 0 für die Parameterlinien hinzu, 
d. h. die Funktionalgleichung. | 


(1) Fı(u) Fo) + fs ‘(u) Fo) — fs (U) 14, (0) —B; 


) A, B und © sind Konstante, ebenso weiter unten A‘, B', O0, x und #‘. 


ER 


so fällt das Orthogonalsystem (x, v) mit dem der Krümmungslinien 
zusammen. Aus (1) entnimmt man 
fı=Ah, = —Bb;, FY =AF' BE, 

Setzt man nun Au)=TU, F,w)=V, F,@w= F(V), so resul- 
tieren die Gleichungen : | 
(2) 2 —=(a+-FV)—4A-UO, y=(+N—B-U, 

2 —(4-FV) + BV 0) TR, 


welche auf Linienflächen und zwar speziell Zylinder schliessen lassen.') 


S2. Aus T-fl. abgeleitete Flächen, deren Parameter- 
kurven Asymptotenlinien sind. 
Kennt man drei linear unabhängige partikuläre Lösungen 8, n, & 
einer willkürlich gewählten Laplace’schen Differentialgleeıpnp 
ns 2 np MO), 
au9v 
so geben die Lelieuvre’schen Formeln durch a eine 
Fläche, auf der die Kurven («, v) Haupttangentenkurven sind.?) 
Für M=o, also 
E=fwW+ Fo), n=ham)+ Fo), C=fsu) + Fso) 
erhält man: 
2 = &u) +1) + (KW F,o) — Fu) Fo) = Cu, )= 
— nn —faF; | du +[i [P, Fy%— F,Fy)dv + (fu) Fxo)— fs) Fo), 
y— alu) + Plv) + (As Fo) — FW F;@)) = Hu, v0) = 
= (ff) du +[1P P/'—F,F,]dv—+ (fs) Fi @) — fu) F(v)), 


z = (Affe) du +, Fy—F3F, dv = (A) Fxo) —fe(U) F'®)). 


Sollen sich die Asymptotenkurven «, v dieser Fläche durch 
Symmetrie bezüglich der Ebene y=x entsprechen, so muss bei 
Vertauschung von « mit v die inte y in x übergehen, d. h. aus 

Hiav) = GW,u) 
muss die Funktionalgleichung 
I. [a — Yw) + su) Fi@) + Fılu) ,@) = 
— dv) — Eo)] + Aw Flo) + FW Fo) 


folgen, welche sofort durch 


EBEN DE 218. 
Bir 1, pP: 182, Nr: 


Be el 0, lu) =:0, 31 0) er) = fir Fo) .fiv) 
befriedigt werden kann und in diesem Falle auf die aus 
2 fa) +IY) 


abgeleitete Fläche 
ze — —v(fwW)— fv))— 2 [1% dv, y=ulfwW)+fw)) —2 iR Baum un 
führt.) Auch die T-f. 
<=fW+ Fo, 4 = Fi) +, 2= fu) +) 

als Ausgangsfläche führt, was geometrisch evident ist und auch 
aus I folgt, auf eine abgeleitete Fläche der oben betrachteten Art. 

Sieht man von weiteren speziellen Annahmen ab, so erfolgt 
die Lösung von I dadurch, dass man die Gleichung partiell nach 
« und » differentiiert und die so entstehende Funktionalgleichung 
vom Typus 8 mit I selbst kombiniert. Man erhält so: 


1) A=cHfteefst a, 2) Pr=tafı tCeaf3 + Ms, 
3 H=c fi takt: U) As fi tat Mm, 
(5) Dh The shell oh ala 8, 

(6) la = Sal) = Bl Flen nE — af, 0: 

Von den sechs in den Gleichungen 1—4 auftretenden Funk- 
tionen bleiben zwei disponibel, für welche (5) und (6) simultane 
Differentialgleichungen sind. Berechnet man nämlich aus 1—4 die 
Funktionen /, #s, F, und /,, so restieren für /, und 7, zwei 
simultane Differentialgleichungen von der Form: 

Ps hf’ Mi NP, 

AF,—f Ps’ +Pfi+QF,=o, 
welche gerade ausreichen, um f, und 7, zu bestimmen. Unter 
der mit zwei Konstantenrelationen äquivalenten Annahme 

BZ AMaleN 

reduzieren sich die beiden letzten Differentialgleichungen auf eine 
einzige, so dass also von den zwei Funktionen /, und 7, eine end- 
eültig frei bleibt. 


83. Orthogonalsysteme besonderer Art auf T-il. 
a) Denkt man sich zwei T-fl. mit den Linienelementen 
ds? —= Edu? +2 Fdudv -H Gdv?, 
ds” = E'du? +2 F’dudv—- G'dv? 


Diss, np: 15. 


so aufeinander bezogen, dass sich die Translationskurven auf beiden 
Flächen entsprechen, dann sind die zugehörigen Orthogonalsysteme 
der Diagonalkurven der Erzeugenden bestimmt bezüglich durch die 
Gleichungen 


v2 du-- jyea — Oonst. 
und f VE: du+ ve dv = Gonst. 


Wählt man wieder die Bögen der Translationskurven zu Para- 
metern (w, v), dann ist #—= @ —=1, E' = @' und somit u+ v—= Const. 
das Orthogonalsystem der einen Fläche, welches bei der Zuordnung 
dieser T-fl. zu einer anderen ebenfalls in ein Orthogonalsystem der 
letzteren übergeht. Macht man dagegen über die Parameter der 
beiden T-fl. keine Voraussetzung, so sind die beiden sich ent- 
sprechenden Orthogonalsysteme durch die Tissot’sche Differential- 
gleichung 

du? —dudv du 

@F F N Va 

G F' E' 
bestimmt. Unter der Annahme 

I A EN NR 

wobei A eine willkürliche Konstante bedeutet, fällt dieses Tissot- 
sche Orthogonalsystem ebenfalls mit dem der Diagonalkurven der 
Erzeugenden zusammen. 

b) Die Differentialgleichung der Krümmungslinien der T-fl. ist: 

F Ddw: + (@D— ED"Ydudv — FD" dv’= 0 oder 

FD, du? + (GD, + ED,)du dv + FD, dv’ = 0.') 

Aus der Voraussetzung 

GD— EDVYZo oder GD, = — ED, 
folgt nun für die geodätischen Torsionen 7, und 7, der Translations- 
kurven die Beziehung 
I. .—T,. 

Nach Bi. I., p. 325, 8 172 sind dies diejenigen T-fl., für welche 

die zugehörigen W-Strahlensysteme Normalenkongruenzen bilden. 


8, Dritter Teil, A, Sasund Di, 12 9587. 
®) GD,=-+ ED, oder €GD+ CD" = 0 ist gleichbedeutend mit ,— T,, 
oder auch H=0, wodurch die Minimalflächen charakterisiert sind. 


er A 


Ist die Funktionalgleichung GD,—=— ED, vom Typus ß erfüllt, 
so erhält man T-fl., deren Krümmungslinien und Asymptotenkurven 
charakterisiert sind bezw. durch die Differentialgleichungen : 
D, du? + D, dv’ —=o und D, du —D, dv’ =o. 
Unter der Annahme 
DES NDLDE ESSEN 

wobei % wieder eine Konstante bedeutet, koindiziert das System 
der Krümmungslinien mit dem Orthogonalsystem der Diagonal- 
kurven. Die sechs Funktionen /;, /', müssen also gleichzeitig den 
Funktionalgleichungen 

E: 3 (arts er Is Fa‘) RR a a: ls) a Bl =) =2 

ef und 
Fr (Fa FR,‘ SE a) fr (If — Ele) fs (EN ED 


I — Bass + F,'?) 
genügen. Setzt man z.B. 
euch, 00 Suieeiu. Ad 10) 
so stimmen die "häden Gleichungen überein und ergeben die eine 
“ 
Bestimmungseleichung 


Fr: 4M), 


woraus f(x) = a log Cos Az —+ C) folgt. 
c) Fällt die eine Schar 
VE u+VG dv=o. 
des orthogonalen Diagonalkurvensystems mit der Schar 
Fu) du 4 F,(v)dv = 0 
der Niveaulinien zusammen, so koindiziert die andere har 
VE u—-VG v=o 


jenes Diagonalkurvensystems von selbst mit derjenigen der Fall- 
linien. Die Bedingung dafür ist die separierte Funktionalegleichung 


FW) I',(w) 


VE 


welche sofort 


Fu) = = pure 1 Ei Berne, £ 


a E 
UNE E VR® 7,2 
ergibt. 


N 


d) Eliminiert man \ aus der oben angeführten Differential 


gleichung der Krümmungslinien und aus 
Fs(u)du + Fy'(v)dv —= 0, 

so erhält man als Bedingung dafür, dass auf einer T-fl. das System 
der Niveau- und Fallinien mit dem der Krümmungslinien zusammen- 
fällt, die Funktionalgleichung 

D,-(#-.P3,” fg G)=D (Erf, Li, 
welche nach Ausrechnung vom Typus ß erscheint und ausreicht, um 
das vorliegende Problem erschöpfend zu behandeln. 

Dieses Problem ist gleichbedeutend mit der Aufsuchung der- 
jenigen T-f., bei welchen ein System von Krümmungslinien in pa- 
rallelen Ebenen liegst. Denn das eine System der Krümmungslinien 
fällt mit demjenigen der Niveaulinien zusammen, wenn man 2=Const. 
zu jenen Parallelebenen wählt. Das andere mit den Fallinien ko- 
inzidierende Krümmungsliniensystem besteht dann ebenfalls aus 
Plankurven, deren Ebenen diejenigen des ersten Systems und die 
Flächen rechtwinkelig schneiden.) Um die Differentialgleichung 
der moulures-Flächen zu erhalten, braucht man daher nur die Be- 
dingung 


) p IR) q 

04 Wer. 0m Ne: 
dafür aufzustellen, dass die durch 

I. pde—+gdy= 0 

definierten Projektionskurven der Niveaulinien in der xy-Ebene 
Parallelkurven seien. Als Resultat findet man die partielle Dif- 
ferentialgleichung 

T. Por pP) — Pl —0, 
welche zugleich ausdrückt, dass die Projektionen der Krümmungs- 
linien in der xy-Ebene ein Orthogonalsystem bilden.?) 


Aus de p q 
u 
Ve+r? Vp+@ Ver-+0 
folgt weiter sofort in Verbindung mit I,. dass en 
VpP+gq 


"Bir Ep: 143, 
?) Hauth, „Über die Flächen, von deren Krümmungslinien ein System in 
parallelen Ebenen sich befindet.“ Progr. Metten 1901/02. 


a WATT 


ständiges Differential, also V»?+2 — d(z) oder 
. 2=g (+9) 
sein muss. Diese Gleichung bedeutet ein Zwischenintegral von T'. 
_ Um nun die T-fl. zu finden, welche zugleich zu diesen moulures 
gehören, kann man auch so verfahren, dass man die Differential- 
gleichung 
I. kodor+8o,ns+To,gNt=o 
mit I‘ kombiniert. Die spezielle Gleichung s= 0 z. B. gibt in Ver- 
bindung mit I‘ den Fall des Rotationsparaboloids. 
Im allgemeinen Falle erhält man die Bedingungseleichung dafür, 
dass I‘ und III simultan bestehen, folgendermassen : 
Man berechne r und Z aus I‘ und III, nämlich 
Pa FREE, 
wobei die P- und Q-Funktionen von 9, q sind, dann müssen die 
Integrabilitätsbedingungen 
or 208 os end 
RE ee Re vorn 
erfüllt sein, welche sich, indem man p und g als unabhängige Va- 
riable einführt,!) auch so schreiben lassen: 


or op ar OQs sa 0832,08 08 0q 
op 9y as Lay ERDE ET a ago 
0322.09 os 090g ot 0p 00.2009 
+ — + 
or 09Y 04 09% er 04 0% 
or 0 05 08 
oder , 
TEE? op 2a Im 
E 05 : a os Mi ot Be ot R ; 
op 0q op 0q 
Setzt man endlich » und t aus IV in die Gleichungen V‘ ein, 
so kann man nach Berechnung von = (log s) und 5 (log s) die 


Integrabilitätsbedingung 
vi, _® ee 0 nn 
gen op» ı 1=PQ 
aufstellen, welche das Aquivalent zu der oben aufgestellten Funk- 
tionalgleichung ist. 


I) Scheffers II., p. 15; Lie Il, p. 398—401. 


Schlusswort. 


Wie schon in der Einleitung bemerkt wurde, beabsichtigte ich 
mit dieser Arbeit eine Reihe von Problemen, welche sich auf T-fl. 
beziehen und auf bestimmte Gattungen von Funktionalgleichungen 
führen, so weit zu behandeln, dass ihre vollständige Erledigung nur 
mehr Sache der Rechnung ist. Die Integration der aus den auf 
gestellten Funktionalgleichungen fliessenden Systeme totaler Dif- 
ferentialgleichungen und die eingehendere Diskussion der erhaltenen 
T-fl. selbst wäre eine Aufgabe für sich. Insbesondere kämen hier 
etwa die im dritten Teil behandelten Linienflächen (A. $1), die auf 
Rotationsflächen abwickelbaren T-fl. (A. S2), die am Schlusse von 
B. S2 besprochenen und die aus T-fl. abgeleiteten Flächen, deren 
Parameterkurven Asymptotenlinien sind (©. S 2), in Betracht. Weiter- 
hin scheint mir die Frage eine eingehende Untersuchung zu ver- 
dienen, ob die T-fl. auch zur Liouville’schen Klasse «ehören 
können, ohne zur Untergruppe der auf Rotationsflächen abwickel- 
baren Flächen zu gehören. Eine besondere Aufgabe endlich dürfte 


ein weiteres Studium der im zweiten Teil behandelten Funktional- 


gleichungen sein, sowohl was ihre theoretische Begründung als auch 
ihre Anwendungen betrifft. In letzterer Hinsicht sei z. B. darauf 
hingewiesen, dass man eine Funktionalgleichung vom Typus ß er- 
hält, wenn man die Integrabilitätsbedingung: 

oM .9N 

Bye on 
für die Differentialgleichung Md&-—- Ndy= o aufstellt unter der 
Voraussetzung, dass M und N Funktionalausdrücke von der Form 
%2,(&)- B(y) sind. Schliesslich ist an das im zweiten Teil zitierte 
Beispiel 
7a) + 2°) — 2/0) 2y) + Fa) Oy) — «Fey — Fa)- yo) 

Taf) yPW)= 0 

zu erinnern, auf welches Vivanti durch die Behandlung eines 
mechanischen Problems geführt wurde, um vermuten zu lassen, dass 
die im zweiten Teil besprochenen Typen von Funktionalgleichungen 
mancherlei dankbare Anwendungen gestatten. 


